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Solution. �������	
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������������������������������������������
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��������������������

�����������������������375�

Example 2. )����
�����������
�����������������&**�
�	�&***�����
��
���"����	���������������$����+(

Solution  ���������	���!!�
����!!!�"
��#��������

�������	
��������������"�����$��%�
�����

�� &��"�������'�������������
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�����

 ���FPC�����
�����������������
� ������������8�

����� �
����
����
���

(�����N��)"����������%�������������������
���
������������������
	��"���
���������	��"��������
����factorial���
����������������*

)"��� n! = 1· 2· 3 ...... . (n – 1)· n
Illustrations �*�� �+��+�#+�,+�������!

-*�� �+��+�#+�,+��+�.+�/+�-���,!#�!�

Factorial zero����������
��0�
�������
���	�	����!*�����
1�����
���������"
� �*�� �+����2���*

� ����2���+����2���*

� ����2������2���+����2�#�*

������������������������������������������

-*�� -���/*���-���/���.*����.���.*����

Example 3. ,"
�
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! ! !
1 1 1
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Solution. ����
7!
5!
���

7 6 5!
5!

 
���42�

�����
16 15 14 13 12!

15!
   

 = 
 16 15 14 13 12!

15!

  
 = 

16(15!)
15!

 = 16.

������
11!
7! 4!

���
11 10 9 8 7!

7! (4 3 2 1)
   

  
���

11 10 9 8
4 3 2
  
 

��330�

��"��
1 1 1
5! 6! 7!

  ���
7 6 7 1

7 6 5! 7 6! 7!
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42 7 1
7! 7! 7!
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Example 4. !�����N���������"���������������.�
�����-

��� ���/�&�*�0�&$+����1�&�* ����
1 1 x

+ =
6! 7! 8!

Solution. ����3�"
4����5���*������+����2���*
 ���5�����+����2���*�� ���+����2���*

 ���5������ �� 6� ���2���*��!7
 ���5���2����� !

 ��� 2�,��#  ����3� �� 2�,��N�

�����3�"
4�
1 1
6! 7! 8!

x  �


1 1
6! 7 6!




��
8 7 6!

x
 


1 1 1

1
6! 7 6! 56

x          

 8
7
��

56
x  ����64�

����� �����
����

 ��
��
���������
����������������
�����������"������
8����������

���
��
���������
����
�permutation.

)"� ���
�� ������ ��� %����
������ ����� ��������� �"����� �
8���

������������
��
������������������9���	"��
�9����

!
, 0

( )!
n

r n
n r

 


�����

���������3��������������

	"�� �9����
!

,
( )!

n
n r

�!�������

Illustration. )"�%����
���������#� �"�����
������� �
8������
��

����
�:


� �� �


�
 �� 
� 

 �9��� .

)"�4
�������9���
��
�������������������������������"�%�����
������������	��%�
�������������	���������
������ �)"�����"�������%�
���
�
�����������#�	
���� �������������"�������%�
����"�������%�
���
���
������������������
�����������#�2�����"�����

 ���FPC���"�4
����� �9����#�������.�
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Rule I: ���� �������������	������� ��������������������
��������� ��

	����������������
'������
��
�������&�������
Rule II: !���"
�������������"������������-

����0 ����1�&����1�$������������������
����� 

Rule III: !��"
�����������������"������������:�����0�
!

( )!
n

n r
�

Rule IV: ����0��*�0�����1�&����1�$���������������23�$3& 

Example 5. ,"
�
��-

��� ��� ���� ��� ����� �	�� ��"� 
�
 

Solution. ��� �9���
5 ! 5 4 3 2 1

(5 3) ! 2 1
   

 

� ����,���#���60� !
P

( ) !
n

r
n

n r

 
  

���� �9����/���.���42�
����� ��9�����-����/����.���4896�

��"� 	
9
���
6 ! 6 ! 6 5 4 3 2 1

(6 6) ! 0 ! 1
     


���720�

Example 6. 4������
�:������0�����/�2���� 

Solution. (;<�� ��9�����!���'���-���/�!

=;<�� �9��5�#�
�9�����'���-���/��5�#�'���-�

� �!,�5���.���/�!

 (;<�� =;<

Example 7. ���	�����:

���
n

4
n 1

4

P 5
3P  ����>�5 ���� �����:�

����0�&�-�+ 

Solution ����3�"
4 4
1

4

P

P

n

n  ��
5
3
�

 ( 1)( 2)( 3)
( 1)( 1 1)( 1 2)( 1 3)

n n n n
n n n n

  
      

�� 5
3


5

4 3
n

n



 #�������2��!  ������!  ����10�
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�����3�"
4���	�9�:�
�9�����:�'�


1

3

4

P

P

n

n


��

1
9


( 1)( 1 1)( 1 2) 1

( 1)( 2)( 3) 9
n n n

n n n n
     

  

 1
n
��

1
9

 ����9�

����� ������
����

 ��������������%�����
�����������"������
8�����������
���
��
�������
�
����
�combination�

)"����
��������������������
����������������������"������
8�������
�������
��
������������������?��������?��������3������

�?������

	"� �?����
!

! ( )!
n
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Illustration. )"�������
���������#��"�����
��������
8������
��
�����
�:

� �� �
�

 �?��� #

�������	�����
Rule I �������������������	�������������������������������
������������

	����������������
'������
��
�������&�������

Rule II !��"
�������������"������������-

����0�
( )( )

.
n n 1 n 2 ......r factors

1 2 3 ......r
 

 

Rule III !��"
�����������������"������������-������0�
!

! ( )!
n

r n r 
�

Rule IV ���� ������
�����

���� !������0����������������� ��0�. �� ��/�.�0�� 

Rule V ����/�������0������ ��&������ 

Rule VI����0�&� 
�	� ���0�& 

Example 8. ,"
�
��������������-

��� ��� ���� 51
49C �

Solution.�����?��
9! 9! 9 8 7 6 5!

4! (9 4)! 4!5! 4 3 2 1 5!
    

    
�� 126�
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Alternative method

�? �
9 8 7 6
1 2 3 4
  
  

�� 126�
( 1) ...... factors

C
1 2 ......

n
r

n n r
r

     
�

���� ��?���
��?�������

��?����
51 50
1 2
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���
 � ��� ��� �
��� ��� �� 
� finite set� ��� ��� ����
���� ����� ������ ������ ��
�������@�"�	�����"��������
��������
��infinite set.

1�� ����
������������"���"������������������� ������������
�� ��
����
�����"�cardinality ����"���������� �

Illustrations
1. )"����A���,������!B����
�������������
����������
���������,
������

2. )"�������
���4������������
�������������

���	����	
��
 ��������
��������
�null set�������������������
���
��������� ��������
���
�����
����
���������������"��	������ ����������������������

 �� A�B

Illustration 1. )"� ��� A!B� ��� ���� 
� ����� ���� ��
��� �"��� ��
����
��������������
����C!$�

Illustration 2. (�� ���A��:����N����D���D�#B��6�������������
���
��
��������
����"���������
���
����������	����
���#�

����	
��������	
��
 ��������
��������
�singleton set�����������
�����������������

Illustration 1 )"�����A/B��A2��B�
���������������

Illustration 2 A��:���5�,���!�����ZB����
����������������
����"��
�������
�������������������
�����2,�
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Example 9. 7�������������������������
����������������(

��� A��:����/�$��/�&�0�*�����NB ���� A��:����0�+��8�8��2�����NB�
Solution �������5����5�����!  ���5�������!  ��5�����!  ����2�

����2���������
��
���
��������

 E�4�������A�B��)"����������
�������������

����������'���%��������F�#� G�G��#���%��������2#��2���2���!��������#
 ����2#��#��
�����������'�
���G�G��#����"�
@������2#��#�������#��N�
 E�4�������A#B��)"������
�������������

���	����������	
���
)	������ �
�����
���
��������equivalent sets�����"���������� ��
�
��%
����	��"� �"��������������� �"
�� ���
�"��������� � �"�
�����%�����H
������������������
������
�"������������"�
�����%�����H
���������������� �

Remark. ��������������	�
���	�������	��������	�
���������������������
��������������	�
���	�����	��

Illustration 1. )"�����A
������B�
���A,��/���!B�
��0��4
��������

Illustration 2. )"�����A������#��,�����.�����B�
���A���,��.��-���!���������B

��0��4
����������
�������"������%�����:

1 2 3 4

- - - - - - -

2 4 6 8

   

��	�����	
���
)	������
���
��������equal sets����4������������������������"
��"�����
���"����"���
�

!�����������	������������6�
�	�9�
����.�
����

���  ���� 
�� ����  ��� �
1������ �
�����
��0�
����"��	�	���� �����

Illustrations
1. (�� ���A���#�����.B�
�������A���#��,�����.B��3�"
4� �������
��
,����
���,�� �

2. (�� ���A���#��,B�
�������A���#��,��,��,B��3�"
4� �����
Note. �������������������������	�������������	���������������
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3. (�� ���A���,���B�
�������A,������B��3�"
4� �����
Note. ��
������������������	�����������	����	��

Remark. ��	�������	�������	�����������������	�����������	��������
��	��������������	������� ��!��"#�	�
��$��%��&#�	�������	�������������������	�
�����

���	����	�������
 �tree diagram����
��4��������������
��
����"������
��%�����������
���
��0�������4����	"��
�"�4����
�����������
���������������
	
���� ������
��
�������������������������������"��
����"���������
��
��"��
��
���%����������%���������"����������	
����"��H��4��
�
��������

Illustration 1 )"������
��
������"��
�%���%
������"��������
�	������������"�	�����I��������

Illustration 2 )"������
��
����� �"��
�%���%
����� �"� �	�
���������
����������"�	�����I���������

First

coin

H

Second

coin

H

T

H

T

T

HH

HT

TH

TT

First

toss

H

Second

toss

H

T

H

T

T

HH

HT

TH

TT

��� ����

Example 10. 6��
������
����5���	��
� �7�
����������
������
���������
�
�	����������������������������������-

��� &��
 ���� $��
� ����� 2��
� ��"� 5��
�(

Solution. (���"�����
����� ���������=���=���=��
���=�
��� 1���"���H%�����������
��������
	��

����������������� 4�� ?����,

 <�� {R1� R2� R3� R4}�
�����1���"���H%��������	���
����
����
	��

����������������� <�� ?����
4 3
1 2



���.

 <�� {R1R2� R2R3� R3R4� R4R1� R1R3� R2R4}�
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������1���"���H%��������"���
����
����
	��

����������������� 4�� ?����
4 3 2
1 2 3
 
 

���,

 <�� {R1R2R3� R2R3R4� R3R4R1� R4R1R2}�
��"��1���"���H%�������,��
����
����
	��
����������������� <�� ?����

 <�� {R1R2R3R4}�

����� �������
����

��	����	��������
)"� ��
�����"�%����	������ �
���� 
����� 4���
��J������
�����
��
��
����
����Venn diagrams.�K�����
��
���
���
���
�����"
&�����"�������
��:����;������-#,2�--#��

���	 ��������	
��
 ����L�����
����
�universal set����4������������������
��������

�����M��ML��)"����4��
������������
���H������1��4
�������������
����
�������
������ ����4��
��������
�������������CN$�

1��K�����
��
����
����4��
���������%���������"������������

���
�����	"�
�� �"� ������� ��� ���4��
�� ��� 
�� �%����� ��� �"
����������������������%������

Illustration. )"� ���� A��� ,B�� A��� #�� ,B�� A�!�� �'�� ��B� �
�� �
���������
���������������4��
�����L���N.�;��	��
��
�����
8
L���Z�

����	 ����	��	
���
)"�union�����	������ �
��������������
���"������

����"���������	"��"�
�������"�� ������������"�
)"�������������� �
����� ���������
�M MM���)"
�������C$�����������������"�C�����$�

1�����������	�	���

A��B��{x : x �A or�x �B}�
Illustrations
1. 1�� ���A������#��,B 
�� ����A���#��,�����.B���"�

 ����� A������#��,�����.B�

X

A B�

A

B
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���	�������!����	��	
���
)"�intersection�����	������ �
��������������
���"
������
����"���������	"��"�
��������"� �
�����
)"��������������� �
����������������� �����)"
�������C$�����������������"�C����������$�

1�����������	�	���

A��B�� Ax : x��A and x��B}�
Illustrations
1. 1�� ���A������#��,B�
�������A���#��,�����.B���"�� ������A���#��,B�
2. 1�� ���A��:����N�� !�D���D��B�
�������A��:����N��,�D���D�.B���"�

 ����� A������#��,B��A�B����

��	���"����	
���
)	������ �
�����
���
��������disjoint sets�����"�
�����������	"��"��������������"� �
������1�� 

�����
�����O�����������"�� �������

Illustration 1 )"� ����  � �� A,�� .�� �!B� 
��
����A/��������B�
�����O���������

���	��������!�	��	
���
)"�difference�����	������ �
���������"������������"�������
����"��
��������� �	"��"�
������������)"������������ �
���������"�������
������������ �2���

X

A – B

X

B – A

A
BB

A

1�����������	�	����A – B = {x : x��A and x��B}
<����
�������2� ����A��:����9�
������6B�
Remark.����'����	���(�)�*�	�
�*�)�(�	���������	��������+�����	���	��	��


��,����������

A

A B�

B

X

X

A B =� �

A
B
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Example 11. ���	�6�1�9�
�	�9�1�6���:

��� 6�0�A$��2��<B��9�0�A&��2��=��&*B �����6���A2��<��=B��9�0�A&��$��%��>B 

Solution.���� �2�����A���#��.B�2�A���#��/���!B���{2, 6}

�� ��1� �� A���#��/���!B�2�A���#��.B���{1, 7, 10}

����  �2���� A#��.��/B�2�A���������-B���{3, 6, 7}

�� 9�1�6�� A���������-B�2�A#��.��/B���{1, 2, 5, 8}�
Example 12. !��6���A5��%��>��&$B��9���A&��5��<��+B�
�	�����A&��$��5��=��>��&*B�
��������	:

��� 6�1��9�2�6� ���� 6�2����1�9��

Solution.�������2� ���A���,��.��'B�2�A,�����-����B���A���.��'B
  �2����2� ��� A,�����-����B�2�A���.��'B���{4, 5, 8, 12}
���� ?�2���� A������,��/��-���!B�2�A���,��.��'B���A���/��-���!B
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